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はじめに

圏論は純粋数学全体の重要な核になってきている．抽象概念を組織化および階層化し，あらゆる種
類の構造の間に共通点を見つけ，異なる数学コミュニティの間の会話を促進するその能力において肩
を並べるものはない．
しかし，圏論は科学，情報科学，産業にも進出している．圏論は理論的にも実用的にも異質な世界

の間の確固たる架け橋を築くことで，この世界の大きな凝集力になる可能性があると確信している．
MITの校是はmens et manusである．これはラテン語で「心と手」という意味である．圏論，そし
て純粋数学全般は，あまりにも長く心の領域にとどまっていたが，手の領域に持ち込むところまで成
熟していると確信している．

本書の目的と対象読者

本書の目的は，自己完結した応用圏論の見学ツアーを提供することである．それは具体的な現実世
界の例を通じて圏論の進んだ話題を理解するための招待状である．これらの話題には，随伴関手，豊
穣圏，プロ関手を備えた圏，トポス，その他たくさんのものが含まれるが，それぞれを包括的に扱お
うとするのではなく，ただその趣きを示すだけにする．これらの構造を扱うとどのような感じになる
のかといった知見や，それらが実際にどのように現れるかについてのアイディアを読者に示したい．
本書の対象読者はきわめて広範囲に及ぶ．前段落で述べたことに興味をそそられる人全員が対象で

ある．まだ微積分を習っていないが図書館で見つけた数理論理学に関するヘンな本を読むのが好きな
意欲的な高校生も含まれる．ベクトル空間，デザイン理論，力学系の共通点を理解したい機械学習の
研究者でもよい．あるいは，自身の研究にどんな種類の応用がありえるかを考えてみたい純粋数学者
でもよい．あるいは，すべてを結びつけるために探していたものが圏論であることに対して気が滅入
るように感じていたが，それに関する通常の本には歯が立たないことが分かった最近引退したプログ
ラマーでもよい．
たとえば，本書発刊の時点でモノイダル圏について入門者向け教材がほとんどないという，ちょっ

と残念な状況であることが分かった．リール [Rie17]やレンスター [Lei14]などによる今どきのすば
らしい圏論の入門書でさえ，かなり重要なこの主題をまったく含んでいない．唯一の例外と考えられ
るのは [CK17,第 3章]と [CP10]である．これらは，それぞれモノイダル圏への非常に馴染みやすい
入門になっている．しかしながら，物理学に魅力を感じない読者がそれらに目を向けようとは考えな
いだろう．
モノイダル圏の基本的なアイディアは，けっしてそれほど抽象的ではない．現代人の直感には，モ

ノイダル圏の前理論的な理解が含まれているように思われる．それは，まさに定式化されるのを待っ
ているのである．次の図式で伝えようとしている基本的なアイディアを正しく理解できない人がいる
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応用圏論の多くの主題は，モノイダル圏を出発点としているように思われる．したがって本書の狙い
の一つは，一般的といえないまでもこの重要な主題の参考書を提供することである．
本書が新たな展望と新たな疑問を喚起することを期待する．最低限の前提知識で読み進められると

いう意味で本書は自己完結するようにしているが，それはここで一糸漏らさず述べているという意味
ではない．それよりも，読者がこのあとに読む文献への招待状として本書を使い，文献が膨大になっ
ていく中で自身の位置を見定め，独力で新たな応用を見つけることを期待する．
本書は，この主題に対する我々の見解だと恥じることなく言える．我々が調べる抽象構造はいかな

る圏論研究者にとっても重要であるが，具体的な題材は単純に我々の個人的な好みで選んだ．それら
の例は，単純だが強力であり，具体的だが典型的であり，楽しめるがある意味で重要であると同時に
包括的と感じられるものである．読者が楽しみながらいつの間にか多くを学ぶことを期待する．

本書の読み方

それぞれの章を貫く圏論の基本的な考え方を述べる．それは，構造と一貫性に細心の注意を払え
ば，その結果として得られる体系はきわめて信頼性があり相互運用可能であるというものだ．たと
えば，圏はさまざまな構造を含んでいる．それは，対象の集まり，対象を関連づける射の集まり，そ
して，射の任意の連鎖を組み合わせて一つの射にする規則である．しかし，これらの構造は首尾一貫
し，単純で常識的なやり方で連携しなければならない．すなわち，連鎖の連鎖はそれ自体が長い連鎖
なので，連鎖の連鎖を組み合わせるとその長い連鎖を組み合わせたのと同じにならなければならな
い．ただそれだけである．
「いくつかのものと，それらをどのように組み合わせるか」を示すほぼすべての定義において，構
造と一貫性に遭遇することが分かる．読者は構造と一貫性に対して目を光らせておき，抽象化の上に
抽象化を重ねるにつれ，すべての部分を調和的に連携させているのはこの一貫性であることに気づい
てほしい．
本書のそれぞれの章は，電気回路，制御理論，連鎖障害，情報統合，ハイブリッド系など実世界の

主題によって動機づけされている．これらの動機づけからさまざまな種類の圏論的概念へとつなが
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はじめに ix

る．概して，動機づけのアイディアと圏論による狙いが各章に一つずつある．そして，それがその章
の表題になっている．たとえば，第 4章は「協調設計：プロ関手，圏化，モノイダル圏」である．
多くの数学書では，難易度はおおよそページ数の単調増加関数である．本書でも，それぞれの章は

このようになっているが，本書全体としてはそうでもない．これらの章は，かなり易しいところから
始めて徐々に難しくなる．

ページ

難
易
度

多くの数学書
難
易
度

第 1章 第 2章 第 3章 第 4章 第 5章 第 6章 第 7章 巻末

本書

結果的に，一つの章の最後で非常に難しいと感じても，まったく望みを捨てるには及ばない．次の章
に取りかかり，順調に読み進めることができるからだ．このような構成によって，最初は軽く目を通
しておき，あとで本書に立ち戻ってさらに深く学ぶこともできる．しかしもちろん，それぞれの章を
最後までやり遂げようとする意欲があるのなら，ぜひとも頑張ってみてほしい．
約 240問の練習問題が本文中に散りばめられ，その解答は巻末の付録にある．通常，これらの練習

問題はかなり素直に解くことができる．それらを解くのに必要なのは，受動的な気持ちを能動的に変
えて，意図をもってそれまでの説明を再読し，その断片をつなぎ合わせることだけである．読者は練
習問題に取り組むときには生徒になる．それまでは，バスに乗ってときおり観光ガイドの言うことに
耳を傾ける旅行者である．そう，それで悪いことは何もないが，バスから降りて地元民やその地方の
建築物とできるだけ直接触れ合うことをお勧めする．
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最後に，この題材に対するオンライン講座（https://forum.azimuthproject.org）を開き，大
量の重要なフィードバックを生み出したジョン・バエズに特別な感謝の言葉を送る．

個人的な覚書

数学以外に圏論を適用することの動機は，おそらく素朴に，大きな問題を解くために人類を集結さ
せる手助けに圏論がなりうるという期待に根ざしている．しかし，圏論は思考の道具であり，ほかの
道具と同じようにその目的に合うようにも合わないようにも使うことができる．
この個人的な覚書では，自分が暮らしたいと考えている社会に貢献するという観点から何か「よ

い」ことをするために，本書で学んだことを使ってみるよう読者にお願いしたい．たとえば，ほかの
人といっしょにこの題材を調べようと企画しているのなら，その研究会にとくに見過ごされがちな少
数派から誰かを招待することを考えてみよう．その少数派は，数学の上級クラスよりも如実に社会を
表している．また別の例としては，人々が互いに共感し協調するのを支援するソフトウェアの設計
に，おそらく本書の題材が使えるだろう．うまく機能する社会の数学とは何だろうか．
道具の使い方が我々の生活すべてに影響する．その結果として，我々の社会は，奇跡と，自己中心

主義がはびこることによる無駄を経験してきた．共通の基盤を作り，生命，社会，環境を表現できる
横断的な圏を探究し，何事に関しても単一の存在論的視点にとどまることに伴う無知に終止符を打つ
ために，人々を結びつける努力の一部として圏論を使う方法を読者が見つけるならば光栄である．
もしその種のことを行なうのであれば，我々やコミュニティに知らせてほしい．

ブレンダン・フォン &デヴィッド・I・スピヴァック
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