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ポアンカレ予想は，20世紀初頭にポアンカレにより提唱された「単連結 3次元閉

多様体は 3次元球面に位相同型である」という命題であり，本書の執筆依頼を受け

たとき編集委員会から筆者に課せられた「お題」である。

ポアンカレの予想は，20世紀前半では代数的トポロジー，および位相空間論や多

様体論の進展を促し，そもそもの素朴な興味の枠を大きく超えて今日のトポロジー

の基礎確立に貢献した。本書の執筆依頼があったとき，現代トポロジーの入門を記

し若い読者のその後の興味の発展に資するという本シリーズの趣旨に沿って，ポア

ンカレ予想に関するこの 100年の歴史を綴ることを想定し，構想を練った。

トポロジーの進展の中でポアンカレ予想に焦点を当てると，1956年に一般化され

たポアンカレ予想に関してミルナーによるエキゾティック球面の発見があった。さ

らに 1961年にスメイルが 5次元以上でのポアンカレ予想を解決した。その 20年後

にはフリードマンによる 4次元での解決がえられた。また，そもそものポアンカレ

予想に対してもサーストンによる幾何化予想への一般化が 1980年に提唱され，21

世紀初頭に，ペレルマンにより幾何化予想の解決が宣言され，とくにポアンカレ予

想は解決された。

これらの成果の数学的詳細を網羅するのは手に余る。しかし歴史を振り返ると，

高い次元から順番に解決に辿り着いたという事実がある。なぜ高次元の方が易しい

のかと聞かれることが，数学者からも含め多々ある。高次元が易しいというわけで

はないのだが，なぜかという疑問には答えたいと考え，学部生がもつ知識を前提に，

これらの歴史的イベントに触れるのに必要最低限の事項は丁寧に記し，その先は可

能な限り証明に登場する役者を紹介することとして執筆を開始した。

結果として構想がうまく実現できたかは心許ない。証明を他書に委ねた箇所が

多々ある。多様体論，代数的トポロジー，微分幾何などの分野で学部 3年生までで

学習する可能性のある事項は仮定した。また，おそらく 3年生までの講義では取り

扱われない PLトポロジー，ファイバー束，リー群などに関する基礎的事項の確認
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についてはほとんど読者任せにした。結果として，幾何系の 4年生なら読み始めら

れるが，たとえばセミナーで取り上げるとすると，読者にとっては，自己完結して

いる本を読む場合と，いろいろ事前に調べる必要がある論文を紹介する場合の中間

くらいの量の独自の学習が必要になる。

一方，ポアンカレ予想に焦点を絞ったおかげで，ポアンカレという偉大な数学者

の一言が，単独の課題として生き延びたのではなく，この 100年間に数学界にどれ

ほど大きな営みを生み出したかは記せたような気がする。全体を読破せずとも，独

習に預けられた部分を深く掘り下げるという読み方も可能かもしれない。これを

もって，本書がシリーズの趣旨に沿っていることを願いたい。

執筆にあたり，編集委員の大槻知忠氏，共立出版の大谷早紀氏にはたいへんお世

話になった。また，Xiaobing Sheng 氏には数学書には稀な多くの絵心のある図版を

作成していただいた。この場を借りて感謝申し上げたい。

2022年 4月

小島　定吉
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